Opcién A

Ejercicio 1 opcion A, Septiembre 2017 (modelo 6)
[2’5 puntos] Una imprenta recibe el encargo de realizar una tarjeta rectangular con las siguientes
caracteristicas: la superficie rectangular que debe ocupar la zona impresa es de 100 cm?, el margen
superior tiene que ser de 2 cm, el inferior de 3 cm y los laterales de 5 cm cada uno.
Calcula si es posible, las dimensiones que debe tener la tarjeta de forma que se utilice la menos cantidad de
papel posible.
Si es posible, determina la base “x” para que el perimetro sea minimo.

Solucion

Es un problema de optimizacién.
Segun el dibujo realizado la base que me piden es “x + 10” cm.
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Funcion a maximizar A = (x+10)(y+5)
Relacion entre las variables x-y = 100, de donde y = 100/x, tomamos sélo la solucion positiva porque es una
longitud.
Funcién a maximizar A(x) = (x + 10)((100/x) + 5) = 100 + 5x +1000/x + 50 = 5x +1000/x + 150.
SiA'(b)=0 y A”(b) >0, x =b es un minimo de A(x)
A'(x) = 5 - 1000/x2. De A’'(x) = 0, tenemos 5 — 1000/x2 = 0, es decir x2 = 200, de donde x = +V(200), y como
“X” es una longitud x = +v(200).
Las medidas de la tarjeta son “x + 10" = ¥(200) + 10 cm 024’14 cm e “y + 5" = 100/(200)+5 cm=12'07cm.

Veamos que x = V(200) es un minimo, viendo que A”(¥(200)) > 0
A’(x) =5 - 1000/x2 =5 — 1000-x2.
A”(X) = 0 — 1000.(-2).x = 2000/x3

Sustituyendo “V(200)” por “x” en A”(x) obtenemos A”(\(200)) = 2000/(N(200))3 00’707 > 0, luego es un
minimo.

La tarjeta tiene de largo 24’14 cm y de ancho 12’07 cm.

Ejercicio 2 opcion A, Septiembre 2017 (modelo 6)
[2'5 puntos] Determina la funcién f: R - R tal que f “(x) = x-e*, cuya gréfica pasa por el origen de
coordenadas y tiene un extremos relativo en x = 1.
Solucion

Por el Teorema fundamental del célculo Integral que dice: Si f(x) es continua en [a,b] entonces la funcién
G(x) = [ [ f(t) ]dt es derivable y su derivada es G ‘(x) = ([ [f(t)]dt )* = f(X).

En nuestro caso, en la practica f(x) = [ f ‘(x)dx; f ‘(x) = | f “(x)dx; f “(x) = | f “"(x)dx, etc...

Como la gréfica de f pasa por el origen, punto (0,0), sabemos que f(0) = 0.
Como la gréfica de f tiene un extremo relativo en x = 1, sabemos que f ‘(1) = 0.

u=x = du=dx

Recordamos que f'(x) = J'f "(x)dx =Ix-exdx={ } = x-€ J' e dx = x-& -e*+ K. {**}

dv=edx = v=J‘ede=eX
Empezamos f ‘(x) = x-ex - eX + K.

Como f‘(1)=0 - (1)-e®—-e® +K=0,dedondee®—-e®+ K=0 - K=0,luegof‘(x) =x-e<-e*+0.
Analogamente f(x) = f‘(x)dx = | (x-€* - @)dx = | x-ex-dx - [ ex-dx = {**} = (x-ex- ex) - ex + L.



Tenemos f(x) = x-eX - 2e* + L.
Comof(0)=0 - (0)-e®@—-2.e9+L =0,dedonde -2+L=0 - L=2, luegof(x)=x-e*-2e*+2.

Ejercicio 3 opcion A, Septiembre 2017 (modelo 6)
Considera el sistema de ecuaciones AX = B siendo

11 1 X m
A=12 0 3 |, X=|y y B=|{2m+1].
1 3 m-2 z m-1

a) [1'25 puntos] Discute el sistema segun los valores de “m”.
b) [1'25 puntos] Para “m = 2", calcula, si existe, una solucion del sistema anterior para la que “z = 17".

Solucion
a)
Discute el sistema segun los valores de “m”.
11 1 11 1 m
La matriz de los coeficienteses A=|2 0 3 y la matrizampliada A*=|2 0 3 2m+1|.
1 3 m-2 13 m-2 m-1

Por el Teorema de Rouche sabemos que si rango(A) = rango(A*) el sistema es compatible y tiene solucién,
en caso de rango(A) # rango(A*) el sistema es incompatible y no tiene solucién

11 1 1 1 1 |Adjuntos

De det(A)=|A|=|2 0 3 =2 0 3 |segunda=(-1)-
1 3 m-2FR-3F |2 0 m-5 columna

De det(A) = 0, tenemos 2m — 4 = 0, de donde m = 2.

2 3
1; =2m -10+ 6 =2m - 4.
-2 m-5

Sim # 2, det(A) # 0, con lo cual rango(A) = rango(A*) = 3 = n° de incégnitas, Y el sistema es compatible
determinado teniendo solucién Unica.

111 1112
Sim=2, A=|2 0 3|yA*=|2 0 3 5.
130 1301

En A tenemos det(A) = 0, pero como

1
O‘: 0-2=-2#0,rango(A) = 2.

112 11 2
EnA*como |2 0 5 =|2 0 5|=0, portener dos filas proporcionales, luego, rango(A*) = 2.
1 3 1 -3F [-2 0 -5

Como rango(A) = rango(A*) = 2 < n° de incognitas, el sistema es compatible indeterminado y tiene mas de
una solucién (En R tiene infinitas soluciones).

b)

Para “m = 2", calcula, si existe, una solucion del sistema anterior para la que “z = 17"

Para “m = 2", como el rango es 2 tomamos s6lo dos ecuaciones, las dos primeras:

X+y+z=2 +y+z=2
{ y {X yre ,dedonde z=1+2y. Tomandoy =b OR, tenemosz=1+2b,y

2x + 3z=5(F, - 2F) - 2y+z=1

entrando en la primera ecuacion tenemos x + (b) + (1 + 2b) = 2, de donde x = 1 — 3b, y las soluciones del
sistema son (x,y,z2) =(1-3b,b,1+2b)conb 0OR.

Nos piden si en este caso hay alguna solucién con z = 17.
Tenemos z=1+2b =17, de donde 2b =16 y b = 8, luego si hay una solucion conm =2y z =17, que es
x,y,2) =(1-3:(8),(8), 1 +2:(8)) = (- 23, 8, 17).

También se puede resolver directamente, sustituyendo z por 17:



Xx+y+(17)=2

Tenemos <2x + 3(17) =5 , de 2x + 51 = 5, tenemos 2x = -46, luego x = -46/2 =-23 - (-23)+y+ 17 =2,
Conz=17

por tanto y = 8, y la solucion pedida es (x,y,z) = (- 23, 8, 17).

Ejercicio 4 opcion A, Septiembre 2017 (modelo 6)
Los puntos A(1,1,1), B (2,2,2) y C(1,3,3) son vértices consecutivos del paralelogramo ABCD.
(a) [1 punto] Calcula el area del paralelogramo.
(b) [1 punto] Halla la ecuacién general del plano que contiene a dicho paralelogramo.
(c) [0'5 puntos] Calcula las coordenadas del vértice D.

Solucion

Los puntos A(1,1,1), B (2,2,2) y C(1,3,3) son vértices consecutivos del paralelogramo ABCD.
La siguiente figura nos ayudara.

(©)

Calcula las coordenadas del vértice D.

Si A, B, C y D son los vértices consecutivos de un paralelogramo, sabemos que los vectores AD y BC son
iguales (son equipolentes y tienen las mismas coordenadas).

A(1,1,1), B(2,2,2) y C(1,3,3).
De AD =BC,tenemos (x-1,y-1,z-1)=(1-2,3-2, 3-2). lgualando miembro a miembro tenemos:
Xx—1=-1;y—-1=1; z-1=1,dedonde x=0,y =2, z=2;y el punto pedido es D(0,2,2) .
(a)

Calcula el area del paralelogramo.

Sabemos que el area de un paralelogramo es el madulo (]| ||) del producto vectorial (x) de dos vectores que
lo determinan. Podemos tomar los vectores AD y AB.
AD=(0-12-12-1)=(-111); AB=(2-12-1,2-1)=(1,1,1)
i ] k|Adjuntos
ADXAB = -1 1 1] primera =i(1-1) - j(-1-1) + k(-1-1) = (0,2,-2).
1 11 fia

Area paralelogramo = || ADXAB || = V(0? + 22+ 22) u?=V(8) u? 02'8284 u?.
(b)

Halla la ecuacion general del plano que contiene a dicho paralelogramo.

Para un plano necesito un punto el A(1,1,1), y dos vectores independientes, el AD = (-1,1,1) y el
AB =(1,11
La eClSa,ciéjr? general del plano pedida es det(AX,AD,AB) = 0, siendo X(X,y,z) un punto genérico del
plano.

x-1 y-1 z-1Adjuntos
n=det(AX,AD,AB)=0=|-1 1 1|primera =(x-1)-(1-1)-(y—1)-(-1-1) +(z-1)-(-1-1)=

1 1 1 fila

=0+2y-2-2z2 +2=0=2y-2z=0=y-2=0.

Opcién B
Ejercicio 1 opcion B, Septiembre 2017 (modelo 6)
+e

X -X

Considera la funcién f: R - R definida por f(x) = ©

(a) [2 puntos] Estudia y determina los intervalos de crecimiento y los intervalos de decrecimiento de f.
Calcula los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que alcanzan)
(b) [0'5 puntos] Halla la ecuacién normal a la grafica de f en el punto de abscisa x = 0.

Solucion



eX + e—X

Considera la funciéon f: R - R definida por f(x) =

(a)
Estudia y determina los intervalos de crecimiento y los intervalos de decrecimiento de f. Calcula los
extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que alcanzan)

Me piden la monotonia. Estudio de f '(x)

f(x) = % = (1/2)- (e + ) f(X) = (1/2)-(&* + e*-(-1)) = (1/2)- (& - ™)

De f '(x) = 0, tenemos e* - e* = 0, es decir eX = e, luego x = -x, de donde 2x = 0 y la solucién es x = 0, que
serd el posible extremo relativo.

Como f'(-1) = (1/2)-(e* - e(D) = (1/2)-(1/e - e) < 0, f es estrictamente decreciente (\,) en (-,0).

Como f'(1) = (1/2)-(e* - e?) = (1/2)-(e — 1/e) > O, f es estrictamente creciente () en (0,+).

Por definiciéon x = 0 es un minimo relativo y vale f(0) = (1/2)-(e® + €% = (1/2)-(1 + 1) = 1.

(b)

Halla la ecuacién normal a la gréfica de f en el punto de abscisa x = 0.

La ecuacioén de la recta normal en x =0 es y — f(0) = [- 1/f ‘(0)]- (x - 0). Hemos visto que f(0) = 1y f ‘(0) =0,
luego la recta normal pedida es y — 1 = (-1/0)-x, multiplicando en cruz 0-(y — 1) = -x, es decir x = 0. Es decir
es la recta vertical x = 0.

Ejercicio 2 opcion B, Septiembre 2017 (modelo 6)
1
X

Considera el recinto del primer cuadrante limitado por el eje OX, la recta y = x, la grafica y = y la recta

x=3.
(a) [0’5 puntos] Haz un esbozo del recinto descrito
(b) [1'5 puntos] Calcula el &rea del recinto.

: . i 1 1 , . . .
(c) [0'5 puntos] Si consideras la grafica y = — en lugar de y = —-, el area del recinto correspondiente ¢sera
X X

mayor o menor que la del recinto inicial? ¢ por qué?
Solucion

@y

Haz un esbozo del recinto descrito.
. . . 1 1 . : : .
Si consideras la grafica y = — enlugar de y = —, el area del recinto correspondiente ¢ sera mayor o menor
X X

gue la del recinto inicial? ¢ por qué?

La gréafica de y = x es la de la recta bisectriz del | y lll cuadrante, pasa por (0,0) y (1,1).

La grafica de y= — no esta definida en x = 0 (que es una asintota vertical). Hay que dibujarla en el |
X

cuadrante solamente.

1 - .
Vemos que y =x e y = — coinciden en la abscisa x = 1.
X

. . 1 1 . . g

Como I|mO f(x) = I|m0 [—sj = o =+ o, la recta x = 0 es una asintota vertical de la gréfica, y a la derecha
X - 0+ x - 0+| X

del 0, dicha grafica esta en + o,

. . 1 1 . . . - L .
Como lim f(x) = lim (—j = =0", larecta y = 0 es una asintota horizontal de la gréfica, y la funcién esta
X - +oo X —+oo X

3 00+

por encima de ella en + oo,

1 .
Vemos que y =x e y = — coinciden en la abscisa x = 1.
X

. . 1 1 . . ‘e
Como I|m0 f(x) = I|m0 [—J = o =+ o, larecta x = 0 es una asintota vertical dela gréafica, y a la derecha del
X - 0+ X - 0+{ ¥
0, dicha gréafica esta en + oo,
. . 1 1 . . . i ., .
Como lim f(x) = lim (—j = — =07, larectay = 0 es una asintota horizontal de la gréafica, y la funcién esta
X = oo X - +oo X 00

por encima de ella en + oo,



Un eshozo de las tres gréficas es:

%

Sabemos que en1 <X < 3, x < x3, por tanto

1
X

> ia por tanto el area bajo 1en [1,3] es mayor que el
X X

area bajo =

X3
(b)
Calcula el area del recinto.

Area = Al + A2 = JoL(x)dx + [13(1/x3)dx = [x%/2]o! + [3(x3)dx = (1/2 — 0) + [x3+/(-3+1)]:8 = (1/2) + [-1/2x?]:3 =
= (1/2) + [(-1/2-3%) — (-1/2-12) u2 = (1/2) + (1/2) — (1/18) u? = 1 — 1/18 u2 = 17/18 u2 00’9444 u2.

Ejercicio 3 opcion B, Septiembre 2017 (modelo 6)
k 0 k
ConsideraA= |k+1 k 0
0 k+1 k+1

(a) [1'5 puntos ] Discute el rango de A segun los valores de “k”.
(b) [1 punto] Para “k = 1", calcula el determinante de 2(A!A'1)2017 sjendo A! la traspuesta de A.

Solucion
()
Discute el rango de A segun los valores de “k”.
k 0 k k 0 k| Adjuntos
De det(A) = |A|= k+1 Kk 0 =lk+1 k -k|segunda =(-1)-(k+1) kil T(‘ =

0 k+1 k+1C,-C, 0 k+1 Ofcolumna

= (-1)-(k+1)- (-K — k- (k+1)) = (-1)- (k+1)-(-k)- (k + k+1) = k- (k+1)-@k+1).
De det(A) = 0, tenemos k-(k+1)-(2k+1) = 0, de dondek =0, k+1 =0 y 2k +1 =0, esdecirk=0,k=-1y
k=-1/2.

Sik#0,k#-1y k #-1/2, det(A) # 0, con lo cual rango(A) = 3.
0 0

0
Sik=0, A= 0 0|, como el determinante
11

1 2‘ =1 # 0, tenemos rango(A) = 2.
0

-1 0 -1
Sik=-1,A=|0 -1 0|, como el determinante
0 0O

0
J =1 # 0, tenemos rango(A) = 2.



-1/2 0 -1/2
Sik=-1/2, A=|1/2 -1/2 0 |, como el determinante
o 12 1/2

-1/2 0
1/2 -1/2

‘ = 1/4-0 # 0, tenemos rango(A) = 2.

(b)

Para “k = 17, calcula el determinante de 2(A!A1)2017 siendo Al la traspuesta de A.

Sabemos que det(AY) = det(A) = |A], det(AY) = |AY = 1/|A], det(A)™ = |JA|™ = |A]---“m veces”---|A|, det(m-A) =
= m"-det(A), siendo “n” el orden de la matriz A.

Hemos visto antes que para k = 1, existe det(A). lo calculamos:
101 1 0 1|Adjuntos

det(A)=|A]=2 1 O =12 1 -lsegunda =(-1)-(2)
0 2 21C,-C, |0 2 Ofcolumna
Teniendo en cuenta todo lo anterior resulta:

11
X J:-Z-(-l-Z):G = |AY.

det(2: (ATA)217) = det(2: (AA). (NA)2016) = det((2- A)- (AT)- (AAL)2019) = 23.|A]- (L/|A])- ( |A- (L/A]) Fore =

= 8-6-(1/6)-( (6-(1/6) 016 = 8.1.12016 = 8.1.1 = 8.

Ejercicio 4 opcion B, Septiembre 2017 (modelo 6)
X-2y=-5

z=2
(a) [1'25 puntos] Determina la ecuacion del plano que pasa por P y contiene a “r".
(b) [1'25 puntos] Halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto de “r".

Considera el punto P(0,1,1) y la recta “r’ dada por {

Solucion
) X-2y=-5
Considera el punto P(0,1,1) y la recta “r" dada por 5
Z=
(a)
Determina la ecuacion del plano que pasa por P y contiene a “r".
x=-5+2k
X-2y=-5 "
Ponemos la recta “r" = 5 en parametricas {y = k,conkO R
Z=
z= 2

Para un plano necesito un punto, el A (punto de la recta) y dos vectores independientes, el u (vector director
de larecta) y el AP. (También se puede obtener con un punto y un vector normal).

Un punto de “r" es A(-5, 0, 2) y un vector director de “r’ es u = (2,1,0).
El vector AP es AP =p-a =(0,1,1) -(-5,0, 2) =(5,1,-1)

La ecuacion del plano en forma vectorial es: T=EX=a+A-u+ AP =
=(xy,2) =(-5,0, 2) + A(2,1,0) + u(5,1,-1), con A y P nameros reales.
(b)

Halla las coordenadas del punto simétrico de P(0,1,1) respecto a “r".

De la recta “r’, tomamos el punto el A(-5, 0, 2) y un vector director de “r’ es u = (2,1,0).

Calculamos el plano “U" perpendicular a la recta “r’ por el punto P, el vector normal del plano n es el
vector director de la recta u =(2,1,0).
m=PXen =0 = (x-0,y-1,z-1)¢( 2,1,0) =2x + y- 1 = 0, donde « es el producto escalar de dos vectores



Calculamos el punto de corte Q del plano “1t" con la recta “r”, sustituyendo la recta en el plano:
2:(-5+2k)+(k)- 1 =0 - -10+4k+k-1=0 - 5k=11 - k=11/5.
El punto Q es Q(-5 + 2(11/5), (11/5), 2) = Q(-3/5,11/5,2).

El punto simétrico P’(x,y,z) se calcula sabiendo que el punto Q es el punto medio del segmento PP’.
(-3/5,11/5,2) = ( (x+0)/2,(y+1)/2,(z+1)/2), de donde:

-3/5=x/2 - x=-6/5.

11/5 = (y+1)/2 - y=22/5-1=17/5.

2=(z+1)2 - z=4-1=3.

El simétrico P’ de P respecto a la recta “r" es P’'( -6/5, 17/5, 3).



